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Esercizio 1: Sia (a,b) £ {{a}, {a,b}}, dimostrare che
((a,b) = (1) <= ((a=d") A (b =1V))
Soluzione. Dimostriamo separtamente le due implicazioni:

= Se (a = a') A (b =1') allora & evidente che {a} = {a'} e che {a,b} =
{a’,b'}, quindi banalmente i due insiemi {{a}, {a,b}} e {{a'}, {d’,V'}}
sono uguali per il principio di estensionalita.

<= Se {{a},{a,b}} = {{d'},{a’,V'}} allora per il principio di estensiona-
lita questi due insiemi hanno gli stessi elementi, quindi ci sono due
eventualita:
e {a} = {a’}, che implica per il principio di estensionalita che a =
a’. Quali sono le possibilita per {a,b}? {a,b} ha due alternative:
- {a,b} = {4’} che per estensionalita implica 2 = a’ = b, ma
quindi {a’, b’} appartiene ad {{a}, {a,b}} = {{a}, {a,a}} =
{{a},{a}} = {{a}}, cioe {a',V'} = {a} che implicaa’ =a =
b'. In questa eventualita quindisihaa =b=a" ="V
- {a,b} = {d’,V'}, e ancora una volta le possibilitd sono due:
b =a' = a, e si ricade nel caso precedente, oppure b = ¥/, dal
quale si conclude chea =a’ Ab =1V
o {a} = {a',V'} che per estensionalita implica che a’ = a = 1/, che
ci fa cadere in un caso analogo a quanto visto precedentemente,
concludendo chea =da'=b ="'

In ogni caso concludiamo che se (a,b) = (a’,b") alloraa =a’' Ab=1'.
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Esercizio 2:  Dimostrare che i seguenti fatti sono equivalenti:
1. AC.

2. Se F & una famiglia non vuota di insiemi non vuoti allora esiste una
funzione "di scelta" con dominio F, cioe una funzione f tale che
VAe F,f(A) € A

3. Se F e una famiglia non vuota di insiemi non vuoti a due a due di-
sgiunti, allora esiste un insieme di scelta X, cioé tale che VA € F, XN A
contiene esattamente un elemento.

4. Ogni funzione suriettiva f: A — B ammette un’inversa destra, cioe
una funzione g: B — A tale che f o g: B — B sia la funzione identica.

Soluzione.

1 <= 2 Dato che il prodotto cartesiano infinito e stato definito come 1'insie-
me delle funzioni da I ad {A;}ic; tali che f(i) € A;, dire che esiste una
funzione di scelta & come dire che il prodotto cartesiano € non vuoto e dire
che il prodotto cartesiano € non vuoto & come dire che esiste una funzione
di scelta.

2 = 3 Sia F la mia famiglia di insiemi e sia f la funzione di scelta garantita
dal fatto 2, allora l'insieme X = { f(A) | A € F } & il mio insieme di scelta.

3 =4 Sia f: A — B una funzione suriettiva, definiamo Vb € B l'insieme
Ay = f1(b) = {ac A| f(a)=b}. La famiglia {A;}pcp & una famiglia
non vuota di insiemi non vuoti a due a due disgiunti, quindi applicando
il punto 3 sappiamo che esiste un insieme di scelta X. Definisco ora la
funzione g: B — A tale che g(b) = XN A;. Che g sia una funzione deriva
dal fatto che X N A, ha un solo elemento, ed e facile vedere che f(g(b)) = b.
Osserviamo inoltre che la funzione g € iniettiva, poiché due elementi distinti
nel suo dominio sono due rappresentanti di due distinti A, e quindi le loro
immagini non possono coincidere.

4 =1 Sia (A;|i € I) una famiglia di insiemi, definisco f: I X {A;}ic; — I
tale che Va € A; f(i,a) = i. Essendo gli A; non vuoti, la funzione f &
sicuramente suriettiva, quindi per il punto 4 ammette inversa destra ¢: I —
I x {A;}ie] tale che §(i) = (i,a) per un unico a € A;. La funzione g: [ —
{Ai}icy, tale che g(i) = a dove a & quell’'unico elemento di A; tale che ¢(i) =
(i,a), & quindi quella funzione che mi rende il prodotto cartesiano infinito
non vuoto. ]

EsErcizio 3:  Dimostrare che, per ogni famiglia (A;j | (i,j) € I X J),

NUAj= U N4y = AC

icl jeJ fiI—]iel

Soluzione. Dimostriamo separatamente le due implicazioni:
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= Sia (A;|i € I) una famiglia non vuota di insiemi non vuoti e definiamo
(Zij| (i,j) € I x Uie; Ai) (d’ora in avanti indicheremo con | I'unione
Uier Ai) dove

. {1} se jeA;
v {0} se j¢& A

Essendo gli A; non vuoti, sicuramente {1} € U;j Z; j per ogni i, quindi

{1} € ﬂ U Zi,]'.

icl jeJ

Ne consegue che
{1e U NZysw -
frI=]iel

cioe esiste una f: I — | tale che {1} € Nc; Z;f(;) per ogni i € I, cioe
una f per cui Z; r;) = {1} per ogni i. Per come abbiamo definito Z;
concludiamo che f(i) € A; per ogni i, e quindi che f & una funzione
di scelta. Dall’equivalenza tra l’esistenza di una funzione di scelta e
I’Assioma di scelta otteniamo la tesi.

<= Supponiamo vero l’assioma di scelta, nella forma equivalente che ci
garantisce una funzione di scelta, e dimostriamo le due inclusioni:

C Sia x € (e Ujey Aij, allora perognii € I, x € U Ajj, ovvero esiste
almeno un j tale che x € A;;. Definiamo per ogni i € I l'insieme
B, = { je] ‘ x € Ajj } C J. Applicando l'assioma di scelta alla
famiglia (B; | i € I) possiamo dire che esiste una funzione di scelta
f; e allora chiaro, con tale f, che x € N;c; A; (i) © quindi che

reNUAi=xc U NAisu

ielje] frI=]iel

O Questo contenimento e sempre valido e non necessita dell’assioma
della scelta per essere dimostrato.
Se x € Uy. 157 Nier Ai (i) allora esiste una f: I — ] tale che
X € Nier Ai i) cioe tale che x € A,;¢; per ogni i € I. Dato
che A; ¢;y C Ujey Aij per ogni i € I, si deduce che M1 A; ¢;) ©
Nier Ujej Aij, da cui:

xe J NAyey=reNU4

fiI=]iel iel jej

Esercizio 4: Dimostrare che |A| = |B| = |P(A)| = |P(B)|

Soluzione. Sappiamo che esiste una f: A — B bigettiva, quel che vogliamo
fare & costruire una f: P(A) — P(B) bigettiva. Per farlo, la maniera piit
naturale & quella di definire, VS C A, f(S) = { f(s) | s € S }. Dimostriamo
quindi che questa applicazione e bigettiva:
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INIETTIVITA Se 51,52 C A e S; # Sy, allora possiamo supporre senza per-
dita di generalita che esista s € S; tale che s ¢ Sy; da questo dedu-
ciamo che per tale s f(s) € f(S1) e f(s) ¢ f(Sz). Concludiamo che
S1# S2 = f(S1) # f(S2).

SURGETTIVITA Sia T C B, Vt € T 3Jla € A taleche f(a) = t. Se
considero quindi S = {a € A| f(a) =s,s €S} C A & evidente che

f(s)=T.

0
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Esercizio 5: Siano A, A’, B, B’ insiemi tali che |A| = |A’| e |B|] = |B/|,
allora:

1. |AUB|=|A'UB'|se ANB=A'NB' =0
2. |AxB|=]A"xB|
3. |Fun(A,B)| = |Fun(A’,B’)|

Soluzione. Per ognuno dei tre casi costruiamo delle funzioni tra i due insie-
mi e dimostriamo che sono bigettive. Chiamiamo f: A — B la funzione
bigettiva tale che |A| = |A’| e g: B — B’ la funzione bigettiva tale che
|B| = |B'|.

1. Siah: AUB — A’ U B’ definita come

h(x):{f(x) se xeA
¢(x) se x€B

allora h & iniettiva perche f e glosonoe ANB = A'NB' = @, ed &
surgettiva perche f e g lo sono.

2. Siah: A x B— A’ x B cosi definita:

h(x,y) = (f(x),8(x)).

h & iniettiva perche se (a,b) # (a’,b") allora, dall’iniettivita di f e g,
(f(a),g(b)) # (f(a’),g(b’)). La surgettivitd segue banalmente dalla
surgettivitd di f e g.

3. Sia ¢: Fun(A,B) — Fun(A’,B’) dove ¢(z) =2': A’ — B' e, se z(a) =
b, allora z'(f(a)) = g(b). Dimostriamo che ¥ & iniettiva e surgettiva:

INIETTIVITA Siano z,h € Fun(A, B) due funzioni diverse, ovvero tali
per cui Ja € A tale che z(a) = b # b’ = h(a), allora sull’elemento

f(a) si ha che z/(f(a)) = g(b) # g(b') = W' (f(a)), dove questa

disuguaglianza deriva dall’iniettivita di g.

Quindiz #h = (z) =2/ # W = y(h).
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SURGETTIVITA Sia h € Fun(A’,B’), e sia z € Fun(A, B) definita come
2(f (@) =g '(¥)), con a'€ ANV €B.

Allora ¢ evidente, per come & costruita ¢, che §(z) = h. Inoltre la
funzione z cosi definita ha perfettamente senso, perche essendo f
e ¢ due bigezioni le loro inverse "coprono” interamente A e B.

O]

EsErcizio 6: Siano A, B, C tre insiemi, allora:
L |(AB)C] = |APC]
2. |AB x AC| = |ABC|se BNC =@

Soluzione. Come per 1'esercizio 5, scriviamo le funzioni e verifichiamo che
sono iniettive e surgettive:

1. Sia f una generica funzione da C ad A® e sia ¢ la funzione da B in A
tale che ¢ = f(c) per un certo ¢ € C. Sia p: (AB)¢ — AB*Cla funzione
cosi definita:

P(f) =h taleche h(b,c)=g(b), con g= f(c)

Dimostriamo che & iniettiva e surgettiva:

INIETTIVITA Se f,z sono due funzioni diverse da C in A5, allora esiste
¢ € Ctaleche f(¢) = p # q = z(¢), quindi p e g sono due funzioni
distinte da B in A, ovvero esiste un b € B tale che p(b) = a; #
a = q(b). Ne deduciamo, considerando (f) = h1 e Y(z) = hp e
gli elementi ¢ e b visti in precedenza, che h1(b,¢) = p(b) = a1 #
a = q(b) = hy(b, ¢). Ciod dimostra che

f#z=9(f) # ¢(2)

SURGETTIVITA Sia ¢: B x C — A, fisso ¢ € C e considero la funzione
gc: B — A cosi definita:

gc(b) = (P(b/ C)

Sia inoltre f C — AB la funzione che Vc € C ha immagine g,
(f(c) = g¢). E facile vedere, da come & definita ¢, che ¥(f) = ¢.

2. Siano f: B =+ A e g: C — A due funzioni. Sia h: BUC — A una
funzione. Sia : A x A¢ — ABYC cosi definita:

f(x) se x€B
g(x) se xeC

¥(f,8) = h(x) = {

Che ¥ sia una funzione ben definita ci & garantito dal fatto che ANB =
@. Dimostriamo che ¢ bigettiva:

5
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INIETTIVITA Consideriamo (f,g) # (f',¢’'). Senza perdita di genera-
lita possiamo supporre f # f ', ovvero che esista b € B tale che

f(b) # f'(b). Allora y(f,g)(b) = h(b) = f(b) # f'(b) = '(b) =

¥(f',¢')(b). Con questo concludiamo che
(f.8) # (f.8) = v(f.8) #v(f.&)

SURGETTIVITA Data h: BUC — A, basta considerare la f: B — A tale
che f(b) = h(b) ela g: C — A tale che g(c) = h(c). E evidente
che ¥(f,g) = h.

O]

Esercizio 7: Dimostrare, senza 1’assioma di scelta, che se A C IN & un
insieme infinito, allora A & numerabile.

Soluzione. Definiamo induttivamente la funzione f: IN — A bigettiva:

£(1) = min{A}
F(n+1) = min{ AN{f(1), £2),.., f(m)}}

L'esistenza del minimo mi ¢ garantita senza 1’assioma di scelta. Che la fun-
zione sia iniettiva e surgettiva e ovvio, e che sia da tutto IN ci & garantito dal
fatto che A ¢ infinito. O

EsErcizio 8: Se esiste f: IN — A suriettiva, allora A e finito oppure nume-
rabile.

Soluzione. Se A é finito allora abbiamo concluso; supponiamo allora A infi-
nito. Dalle forme equivalenti dell’assioma della scelta sappiamo che esiste
un’inversa destra di f, chiamiamola g: IN — A. Evidentemente g(A) C NN,
ed essendo le cardinalita |g(A)| = | A| infinite, dall’esercizio precedente sap-
piamo che g(A) & infinito numerabile, e quindi anche A ¢ infinito numerabile
poiché in bigezione con un insieme infinito numerabile (g € una bigezione
poiché & iniettiva * e considerata come funzione in ¢(A) anche surgettiva).
O

EsErcizio 9: Se A e B sono insiemi numerabili, allora A U B & un insieme
numerabile.

Soluzione. Sappiamo che esistono f: N — A e g: IN — B biunivoche. Con-
sideriamo allora la funzione ¢: IN x {0,1} — A U B cosi definita:

$(1,0) = f(n) Ap(n, 1) = g(n)

E facile vedere che |IN x 0,1| = |IN| (albergo di Hilbert). Questa funzione &
suriettiva da IN ad A U B, e l'unione @ infinita, essendo A e B infiniti, allora
applicando i risultati degli esercizi 7 e 8 si conclude che A U B & numerabile.

O

1 Vedi esercizio 2



	1 Lezione I
	2 Lezione II
	3 Lezione III

